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Introduzione

La matematica, ed in particolar modo la geometria, si occupano di
definire oggetti che parametrizzano classi di oggetti gia noti, per ottenere
maggiort informazioni su di essi o col fine di poter maneggiare strumenti
pit versatili di quelli di partenza. In questa tesi ci proponiamo di studiare
le varieta che parametrizzano 'insieme dei sottospazi lineari di dimensio-
ne p di uno spazio vettoriale di dimensione n. Tali varieta sono oggi note
col nome di grassmanniane, in onore del matematico tedesco Hermann
Grassmann (1809-1877), che per primo le introdusse nella sua opera del
1844 Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik
(La teoria dell” estensione lineare, una nuova branca della matemati-
ca). L’opera rappresenta un capolavoro di originalita, sia per le teorie
matematiche in essa contenute — che per la prima volta considerano
la costruzione di una geometria iperspaziale —, sia per la terminologia
adottata, astratta e poco convenzionale al punto che i contemporanei non
riconobbero 'importanza del lavoro di Grassmann.

Cominceremo il lavoro estendendo la teoria dei determinanti, il cui
traguardo, rappresentato dall’algebra esterna, ci permettera di defini-
re agevolmente le grassmanniane. Grazie alla fondamentale mappa di
Pliicker andremo poi a immergere tali varieta in uno spazio proiettivo.
Questa tmmersione ci permetterd innanzitutto di definire un atlante sulla
grassmanniana, le cui buone proprietda la renderanno cio che si dice una
varieta differenziabile (o analitica, se si assume il punto di vista complesso
in luogo di quello reale). Come secondo traguardo mostreremo che la
grassmanniana é una varietd proiettiva, ossia che é il luogo degli zeri di
una famiglia di polinomi omogenei. Cio ci permetterd di concludere, dopo
aver dotato P™ della struttura di spazio topologico compatto, che sotto note
topologie la grassmanniana € un sottoinsieme chiuso, dunque compatto,
dello spazio proiettivo. Risultato conclusivo della tesi sara ricavare le
relazioni di Pliicker, le quali mostrano che tutte le grassmanniane possono
essere descritte come luogo di zeri di polinomi quadratici. Nel caso delle
grassmanniane che parametrizzano sottospazi lineari di dimensione due
riusciremo infine ad esprimere tali relazioni in una forma semplice ed
elegante.






Capitolo 1

Algebra multilineare

La struttura pit generale sulla quale si pud costruire ’algebra esterna
é quella di modulo e, come vedremo, le proprieta piu interessanti si otten-
gono considerando particolari moduli, detti moduli liberi, che soddisfano
note proprieta degli spazi vettoriali.

1.1 Moduli, moduli liberi

Un modulo rappresenta una generalizzazione del concetto di spazio
vettoriale. Gli scalari infatti, invece di appartenere a un campo, possono
essere elementi di un anello qualunque. Dovremo rinunciare (solo in parte)
a strumenti importanti come le basi, ma guadagneremo in astrazione.
Gia dai primi esempi si potrad infatti osservare quanto la struttura di
modulo sia generale, e si adatti a rappresentare oggetti noti sin dai primi
corsi di Algebra.

Definizione 1.1. Sia A un anello, che supporremo sempre commu-
tativo. Un A-modulo & una coppia ordinata (M, u), dove M ¢ un gruppo
abeliano additivo e p : A x M — M ¢é una funzione che soddisfa le
seguenti proprieta, dove con ax indichiamo 'immagine u(a, z):

a(z +vy) = ax + ay,
(a+b)x = ax + bz,
(ab)x = a(bx),
lz =z,
per ogni a,b € A e per ogni x,y € M.
Dopo averla enunciata, abbandoniamo la notazione di modulo come

coppia ordinata. D’ora in poi ci riferiremo ad esso indicando semplice-
mente il gruppo abeliano che lo definisce, sottintendendo la presenza di



una funzione opportuna che soddisfa gli assiomi di modulo. Talvolta,
per abuso di linguaggio, indicheremo gli elementi di un A-modulo M
col nome di vettori. Passiamo subito a descrivere un paio di esempi
importanti. Primo, si osserva facilmente come un ideale a di A (quindi
anche A stesso) possa essere riguardato come un modulo su A. Secondo,
qualsiasi gruppo abeliano G é automaticamente un modulo sull’anel-
lo Z degli interi (infatti in un gruppo abeliano additivo 1’assegnazione
a— na =a+ -+ a (n volte) soddisfa alle richieste sulla funzione
w). Viceversa, in base a tali assiomi, in uno Z-modulo ciascun multiplo
scalare na corrisponde proprio alla somma algebrica di n copie di a (ba-
sta sfruttare la proprieta , quindi la con a = b =1). Abbiamo
cosi mostrato che uno Z-modulo ¢ un gruppo abeliano. Per conclude-
re, consideriamo l’'insieme di tutti i morfismi di A-moduli da M in N,
denotato Hom4 (M, N) (o, piu semplicemente Hom(M, N)). Esso puo
essere riguardato come un A-modulo, definendo le operazioni di somma
e moltiplicazione scalare nel solito modo: (f + g)(x) = f(z) + g(z),
(af)(x) =a- f(z).

Ricordiamo che un sottomodulo M’ di un modulo M ¢ un sottogruppo
di M chiuso rispetto alla moltiplicazione scalare. Essendo ogni sotto-
gruppo di un gruppo abeliano un sottogruppo normale, possiamo sempre
considerare il gruppo (abeliano) quoziente M/M’, che diventa il modulo
quoziente di M su M’ dopo aver definito le solite operazioni. Si noti qui
come la stuttura di modulo permetta di mettere sullo stesso piano un
ideale a e I'anello quoziente A/a ad esso associato.

Se M e N sono due A-moduli, la loro somma diretta M &N ¢ 'insieme
di tutte le coppie (x,y), al variare di z in M e di y in N. Questo diventa
un A-modulo dopo aver definito le due operazioni nella maniera pit ovvia:

(w1,y1) + (22, 92) = (21 + 22,91 + ¥2),

a(z,y) = (az,ay).

Piu in generale, se (M;);cs ¢ una qualsiasi famiglia di A-moduli, definiamo
la loro somma diretta @, ; M; come I'insieme delle sequenze (z;);e; dove
x; € M; per ogni i € I e gli x; sono nulli eccetto al pitt un numero finito
di essi. Se lasciamo cadere la restrizione sul numero di elementi non nulli
abbiamo il prodotto cartesiano, o prodotto diretto, [ [,c; M;. Prodotto
diretto e somma diretta coincidono quando la cardianlita di I é finita,
ma non in generale.

Come annunciato all’inizio, passare dalla struttura di spazio vettoriale
a quella pit generale di modulo non consente di ereditare in maniera del
tutto immediata un oggetto importante quale ¢ una base. Oltre che avere
una forte utilita pratica, essa & strettamente legata alla dimensione dello



spazio vettoriale, definita come la cardinalita dell’insieme dei vettori di
una base (che in tal caso risulta essere invariante). Per ottenere qualche
risultato interessante, non possiamo permetterci di rinunciare ad un tale
stumento, cosa che infatti non faremo: partendo dalle proprietd note,
andremo ora a trasferirle nel nuovo contesto, allungando un poco la nostra
lista di definizioni.

Definizione 1.2. Un A-modulo libero M é un modulo contenente
un insieme linearmente indipendente X = {e;};c; di generatori. Tale
insieme viene anche detto una base per I’A-modulo M, e in tal caso si
dice che M ¢ un A-modulo libero su X, o modulo con base.

Cio significa che ogni elemento di M si puod esprimere come combina-
zione lineare finita a coefficienti in A di elementi di X, il che & equivalente
a dire che M ¢ isomorfo ad un A-modulo della forma €, x M, dove
M, = A (come A-moduli). poiché questo & vero per ogni A-modulo
libero su X, M risulta essere unico a meno di isomorfismi, e percio si usa
indicare con AXX). Dire che X & un insieme linearmente indipendente, o
libero, equivale a dire che aje; +---+ane, = 0implicaa; =---=a, =0
per ogni combinazione lineare finita a coefficienti in A di elementi di X.
Si noti come quest’ultima condizione implichi 'unicita della scrittura
di un elemento di M come combinazione lineare di elementi di X. Se
X & un insieme di cardinalita finita si dice che I’A-modulo libero M &
finitamente generato.

Se ci limitiamo a considerare moduli che ammettono una base, finora
sembra andare tutto bene, quindi. Il problema sorge perd sul concetto di
dimensione. Naturalmente 'insieme X di generatori liberi non ¢ unico (si
pensi al caso particolare in cui M ¢ uno spazio vettoriale). Perché abbia
senso parlare di dimensione, la cardinalitd degli insiemi di generatori
liberi deve essere invariante, come sottolineato precedentemente. A tal
proposito, si dice che un anello A gode della proprieta IBN (dall’inglese
invariant basis number) se, per ogni A-modulo libero M, dall’essere
M= A™e M = A™ (m,n finiti), discende che m = n. Naturalmente, ogni
campo verifica la proprieta IBN. In questo caso, si definisce rango dell’ A-
modulo libero M 1'unico esponente m tale che M = A™ . Mostriamo ora
un esempio di anello che non soddisfa la proprieta IBN. Consideriamo
A = Endg (K]z]), dove K|[z] é I’anello dei polinomi nell’indeterminata = a
coefficienti in un campo K. Riguardando ’anello A come un A-modulo,
si osserva facilmente come ogni insieme X di generatori liberi abbia
cardinalita 1E| Come noto, possiamo dotare K[z| della struttura di spazio

Mnfatti, se esistessero f,g € X con f # g, si avrebbe che gf — fg = 0 (dove i primi
fattori sono visti come coefficienti nell’anello A), contrariamente al fatto che f e g
sono liberi. Percid card(X) = 1, ed essendo Idkp,) € A, si osserva che A ¢ un modulo
libero su {f} se e solo se f ¢ invertibile.



vettoriale su K. In quest’ottica una sua base ¢ data da 1 = 20, z, 22, ....

Possiamo quindi identificare ogni polinomio p(x) con la successione di
elementi di K p = (pn)nen, dove la coordinata n-esima di p corrisponde
al coefficiente del termine di grado n del polinomio p(X). In questo
modo, essendo un polinomio in K[z] una combinazione lineare finita di
monomi nell’indeterminata x abbiamo stabilito una biiezione tra tale
anello e 'insieme Sk = @, Kn (dove, per ogni n, K, = K). Sia ora
f: Sk x Sk — Sk 'applicazione che alla coppia (p, q) associa s = (sp,)
definita nel modo seguente:

s — 1 P se n =2k
"l g sen=2k+1.

Chiaramente f ¢ un isomorfismo, che induce un isomorfismo di A-moduli

~

Endk(K[z] x K[z]) — A
9 — fgf,

dove abbiamo definito f : K[z] x K[z] — K[z] : (p(z), q(x)) — s(z)
a partire da f sfruttando isomorfismo tra K[z] e Sk. Ora, ogni en-
domorfismo g di K[z] x K[z], essendo un’applicazione lineare, ¢ della
forma

(0, q) — (91(p) + 92(q), 93(p) + 94(q)),

con g;i(p) € Endk(K[z]) = A.
Abbiamo cosi dimostrato che A* = Endy (K[z] x K[z]) & A, e il rango
dell’A-modulo Endg (K[z] x K[z]) non risulta ben definito.

1.2 Prodotto tensoriale di moduli

Definizione 1.3. Siano My, ..., M,, P A-moduli. Un’applicazione
f:M; x---x M, — P sidice A-multilineare (o, pitt semplicemente,
multilineare) se ¢ lineare su ogni componente, ossia se per ogni i €
{1,...,r} la mappa

€Ty —— f(xl, ey Li—1,Tjy L1y - - - ,l'T)
¢ lineare, comunque fissata la » — 1-upla (z1,...,2i—1, Tit1, ..., Zp).
A partire da Mi,..., M, costruiremo ora un A-modulo T, detto

prodotto tensoriale di Mi,..., M,, con la proprieta che per ogni A-
modulo P l'insieme delle applicazioni multilineari da My x - -+ x M, in P
¢ in corrispondenza biunivoca con Hom(7T’; P), insieme delle applicazioni
lineari da T" in P.



Proposizione 1.4. Siano M, ..., M, A-moduli. Esiste una coppia
(T, g), dove T' é un A-modulo e g una mappa A-multilineare My x --- X
M, — T, con la seguente proprieta:

Dato un qualsiasi A-modulo P e un’applicazione multilineare f :
My x -+ x M, — P, esiste un’unico morfismo di A-moduli (i.e. una
mappa A-lineare) ' : T — P tale che f' o g = f (in tal caso si dice che
g ¢ una funzione universale tra le funzioni definite su My, ..., M, a valori
in un A-modulo).

Inoltre, se (T, g) e (T", ¢') sono due coppie che godono di tale proprieta,
allora esiste un unico isomorfismo j : T — T’ tale che jog = ¢'.

Dimostrazione. (Unicita) Sostituendo P ed f rispettivamente con 7" e ¢’
otteniamo un unico morfismo j : T — T” tale che ¢’ = j o g. Invertendo
iruoli di T e T” otteniamo poi 7' : T — T tale che g = j' o ¢'. Se
andiamo ora ad inserire queste relazioni I’'una nell’altra, ricaviamo che
joj' =1Idy e j' o7 =Idp, per cui j & un isomorfismo.

(Esistenza) Indichiamo con C' il modulo libero AM1XxMn) = Per defini-
zione, gli elementi di C' sono tutte e sole le combinazioni lineari finite di
elementi di M7 x --- x M, a coefficienti in A, ossia

n
{Zai(azi,...,aji) a; 6A,x§- € M; perognil<i<n,1 Sjgr}.
i=1

Sia D il sottomodulo di C generato da tutti gli elementi di C' della forma
(. . :L',L',l,{[,‘l'—l-{[,‘;, Li41 - - - )—( e L1y Ljy Lj41 -« -+ )—( .. $i71,$;,{[}i+1 e ),

(. o Li—1,0L5, T4 - - ) - a(. o L1 Ljs Lj41 -« - - ),

e poniamo T = C/D. Per ogni elemento (x1,...,z,) dellinsieme di
generatori liberi di C', denotiamo con 1 ® - - - ® x,» la sua immagine in T
tramite la proiezione canonica. T risulta quindi generato dagli elementi
della forma 1 ® - - - ® x, e, per come abbiamo quozientato 'insieme C,
si ha che:

(..QTi 1@+, @Tiy1,...) =

(...®$¢_1®xi®xi+1®...)—|—(...®:1:i_1®x;®xi+1®...),
(. 1®ar; QTiy1Q...)=a(... QT 1 QT QTi+1 D ...).

Equivalentemente, I'applicazione g : My X -+ x M, — T definita da
g(z1,...,x;) =21 ® -+ @ x, ¢ multilineare. Cid che abbiamo fatto, in
effetti, non ¢é stato altro che quozientare C' con il piu piccolo insieme che
rendesse la mappa g multilineare.

Ogni mappa f: My x --- x M,, — P si estende per linearita ad un
morfismo di A-moduli f: C — P. Se in particolare F ¢ multilineare,



essa si annulla su tutti i generatori di D, ossia D C Ker(f). Risulta allora
ben definito un morfismo f' daT = C/D in P, tale che f/(z1®---®@x,) =
f(z1,...,2,). Inoltre, la mappa f’ risulta univocamente determinata da
f. Abbiamo cosi dimostrato che la coppia (7, g) soddisfa le proprieta
della proposizione. O

Osservazioni 1.5. Come A-modulo, il prodotto tensoriale ora
costruito, denotato M ® --- ® M,, é generato dai prodotti z; ® - - - ® x,..
Si osservi quindi come un generico elemento del prodotto tensoriale sia
una somma del tipo 2721 T} ® -+ @ 27, e non possa necessariamente
essere scritto nella forma 1 ® - - - Q@ .. Se poi M7 X - -+ X M, sono moduli
liberi generati rispettivamente dalle famiglie {z% s cr,,. .., {2 }ioer,,
allora gli elementi xlf ® -+ ® v generano My ® --- ® M,. Dunque, se
gli M; sono finitamente generati, tale ¢ anche il loro prodotto tensoriale.

Aggiungiamo una considerazione importante. La notazione 1 ® -+ ®
x, risulta di per sé ambigua, se non si specifica il prodotto tensoriale cui si
fa riferimento. Infatti, dati M’, N’ sottomoduli di M e N rispettivamente,
e presiz € M', y € N’, puo accadere che z ® y come elemento di M @ N
sia zero, mentre come elemento di M' @ N’ sia diverso da zero (attenti
alle inclusioni, quindi). Per esempio, siano A =7Z, M =7, N = 7Z/2Z,
e come M’ consideriamo il sottomodulo 2Z di Z, mentre N’ = N. Sia
x l'elemento non nullo di N e consideriamo 2 ® x. Come elemento di
M ® N esso ¢ zero, poiché 2®x = 1®2x = 1®0 = 0. Osserviamo invece
che, riguardato come elemento di M’ ® N’, esso ¢ diverso da zero.

Le proprieta del prodotto tensoriale ci permettono di ottenere M; ®
-+ ® M, a partire da M7 ® My sfruttando ricorsivamente la seguente
legge associativa:

(MN)@P=M@(N®@P)=MN® P, (1.5)

dove 'uguaglianza é da intendersi a meno di isomorfismi di A-moduli.
Come esempio, costruiamo un isomorfismo da (M @ N)® P in M @ N ® P.
Fissiamo un elemento z € P, e consideriamo la mappa

MxN — MQN®P
(r,y) +— QY=

Poiché, come si osserva facilmente, tale mappa ¢ bilineare, per la proposi-
zione [L4] essa induce un morfismo

fo: MQN — MNQ®P
TRY — TRYX =z

Consideriamo poi 'applicazione da M @ N x P in M ® N ® P definita
da (t,z) — f.(t). Di nuovo, essa bilineare, percid induce un morfismo
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f:(M@N)®@P — M®N®Ptaleche f((zRy)®2) =2y z.
Infine, poniamo

g: MXxNxP — (M®N)®P
(z,9,2)  +— (z2@y)©2

Essendo trilineare, sempre per [I.4] g induce un morfismo da M @ N @ P
in (M®N)®P) cheaz®y® z associa (r ® y) ® z. Chiaramente, foge
g o f sono le applicazioni identiche, ossia g = f~!, ed f é un isomorfismo.

In maniera analoga si dimostra ’esistenza di altri isomorfismi ‘canonici’
relativi al prodotto tensoriale di A-moduli:

M®N — N®M

TRY — Yy,
A M = M
a@x — ax,

(@ie[ MZ) N — @ieI(Mi ® N)

(i)icr®y — (2 @ Y)ier-

Osservazione 1.6. Siano f; : M; — N;, i = 1,...,r mor-
fismi di A-moduli. Si ha allora che l'applicazione (z1,...,z,) —
(fi(z1),..., fr(zy)) & multilineare. Di nuovo, in base alla proposizio-
ne tale assegnazione definisce un’applicazione lineare f1 ® -+ ®
friMi® @M, — N1 ®---® N, e, per come ¢ definita, risul-
ta (fl K- fr)(zglzl 55]1 QR 55{") = Z?:l fl(le) @B fr(q/i?]"% in
particolare, se le f; sono suriettive, anche fi ® --- ® f, lo é.

Concludiamo con una osservazione molto importante che ci sara utile
in seguito.

Osservazione 1.7. Consideriamo il prodotto tensoriale dei K-spazi
vettoriali V7, ..., V,, che si mostra facilmente essere uno spazio vettoriale
su K. Abbiamo visto che, per la proprietda universale che caratterizza
il prodotto tensoriale, viene stabilita una corrispondenza biunivoca tra
I'insieme delle applicazioni multilineari da V; x --- x V. in K e Hom(V; ®
-+ ® V,; K), che sotto queste ipotesi ¢ il duale del prodotto tensoriale
dei V;, (V1 ® -+ ® V,)*. Questo implica che ogni elemento del duale puo
essere identificato con una forma multilineare su Vi x --- x V.. Se poi
i V; sono spazi vettoriali di dimensione finita vale anche il viceversa, e
possiamo vedere un elemento di V) ® - - - ® V. come una forma multilineare
su V' x - x Vr

11



1.3 Algebra esterna

D’ora in avanti, nel considerare un anello A, sottintenderemo che si
tratti di un anello commutativo soddisfacente la proprieta 1BN. Costrui-
remo ora ’algebra esterna a partire da un A-modulo libero M.

Siano M, N moduli su un anello A, e sia p un intero non negativo.
Ricordiamo che mediante la notazione MP, con p strettamente positivo, si
usa indicare I’A modulo M x --- x M (p volte); si pone inoltre M? = A.

Definizione 1.8. Un’applicazione multilineare f : MP — N viene
detta p-alternante (o, piu semplicemente, alternante) quando:

i #J, v =x; = f(x1,...,2,) =0.

Una conseguenza di questa proprietd & che una trasposizione delle
entrate cambia di segno ad f, infatti:

f(...,.I'i+$j,...,.%'i+$j,...)

fl oz xy )+ gz, )+
f(...,l‘j,...,iﬂi,.‘.)—|—f(...,l‘j,...,$j,...)
)

f(...,a:i,...,xj,...)—i—f(...,a:j,...,a:i,... =0,

dove la prima uguaglianza ¢ conseguenza della multilinearita di f, la
seconda dell’essere un’applicazione alternante. Da questa otteniamo infine

f(...,SL‘i,...,.%j,...):—f(...,ﬂij,...,ﬂji,...).

Andiamo a ripetere nel caso delle applicazioni alternanti quanto fatto
per le applicazioni multilineari nel paragrafo precedente. Vogliamo co-
struire una nuova coppia universale rispetto alle applicazioni p-alternanti.
L’idea é sempre la stessa: per tenere conto delle proprieta ora enunciate,
di cui godono particolari applicazioni multilineari — proprieta tipiche
del determinante di una matrice —, andremo a quozientare il prodotto
tensoriale M ® --- ® M con le relazioni che le definiscono.

Quanto affermato si traduce nella seguente proposizione.

Proposizione 1.9. Sia M un A-modulo. Esiste una coppia (E,h),
dove E ¢ un A-modulo ed h un’applicazione p-alternante, h : MP — E,
con la seguente proprieta:

Dato un qualsiasi A-modulo N ed una mappa p-alternante f : MP —
N, esiste un unico morfismo di A-moduli f’' : E — N tale che f'oh = f.

Inoltre, se (E,h) e (E',h’') sono due coppie che godono di tale
proprieta, allora esiste un unico isomorfismo k : E — E' tale che
koh="n.
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Dimostrazione. L’'unicita segue dalla proposizione|l.4] essendo h prima di
tutto un’applicazione multilineare. Per provare I’esistenza basta ragionare
in maniera analoga a quanto fatto precedentemente, definendo E come
il quoziente del prodotto tensoriale M ® --- ® M (p volte) rispetto al
sottomodulo generato dagli elementi della forma z1 ® - - Qx; ® - R x; ®
-+ ® xp. Cid equivale a definire, nelle notazioni di , E=C/D’, dove
abbiamo posto D' = DU{(...,zi, ...,z ...)}. O

Dato un A-modulo M, I’A-modulo E di una coppia (F,h) universale
rispetto alle applicazioni p-alternanti si dice p-esima potenza esterna,
o p-esimo prodotto esterno, di M, e si indica col simbolo A’ M. En-
fatizzandone la struttura, i suoi elementi vengono detti multivettori, o
p-vettori (a volte li chiameremo semplicemente vettori). Per quanto
appena visto, AP M risulta unico a meno di isomorfismi. Poniamo, per
definizione, /\0 M = A. Si osservi inoltre, come si puo facilmente veri-
ficare, che per p = 1 la coppia (F, h) coincide con la coppia (M,Idyy),
ossia /\1 M = M e h é I'applicazione identica. L’immagine di un generico
elemento (z1,...,z,) dell'insieme di generatori di C' tramite I’applica-
zione h si indica z1 A -+ A xp; un tale p-vettore viene detto totalmente
decomponibile. L’insieme dei vettori totalmente decomponibili costituisce
quindi un sistema di generatori di AP M.

Ritorniamo a focalizzare I'attenzione sugli oggetti da cui siamo partiti,
le applicazioni alternanti. Abbiamo definito queste applicazioni multi-
lineari su un dominio particolare, il prodotto cartesiano M x --- x M
di p copie di M. Un tale dominio permette di ottenere nell’ambito del
calcolo tensoriale nuove e interessanti proprieta. Definiamo il p-esimo
prodotto tensoriale M®P di un A-modulo M come il prodotto tensoriale
di p copie di M. Per convenzione si assume M®® = A. Si osserva come
I’applicazione g della proposizione definisca una mappa

M®P x M®1 — MO @ MO =, \orta,

dove 'isomorfismo ¢ conseguenza dell’associativita del prodotto tensoriale,
in base a quanto mostrato nell’equazione [I.5] Se ora consideriamo la
somma diretta degli A-moduli M®P per p=0,1,2,...

T(M) =  M®,
p=0

otteniamo un nuovo A-modulo, che abbiamo indicato con T'(M), detto
algebra tensoriale di M. Su di esso, la mappa precedente definisce una
moltiplicazione interna
T(M)xT(M) — T(M)
(21® - Qxp, Y1 R QY +— 21Q VI RY B - Yy
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Questa legge di composizione interna conferisce a T'(M) una struttura di
A-algebra graduata.

Un’analoga costruzione pud essere ripetuta considerando in luogo del
p-esimo prodotto tensoriale, il p-esimo prodotto esterno A” M. Poniamo
ANM) =@ N'M=Aa Mo A*M @ ...; un tale A-modulo viene
detto algebra esterna di M. Su di esso si puo infatti definire, in manie-
ra analoga a quanto fatto per l'algebra tensoriale la seguente legge di
composizione interna, che rende A\ (M) una A-algebra graduata:

AM) x A(M)  — A\(M)

(I AN ANxp,yt Ao ANyg) = T A ATy Ayt A Ay
Di piu, possiamo osservare come, se « € AP M, f € N\ M, si abbia
aNf=(DPIAN (1.6)

(occorrono infatti p trasposizioni per portare la prima componente di 3
al primo posto, poi p trasposizioni per portare la seconda coordinata di
al secondo posto...). A causa di tale proprieta si dice che la gradazione
sull’algebra esterna /(M) ¢ anticommutativa. Facciamo qui osservare
che avremmo potuto definire ’algebra esterna come quoziente dell’algebra
tensoriale T' (M) tramite I'ideale bilatero generato dagli elementi della
forma x ® x al variare di x in M.

Partendo da un esempio ben noto, mostreremo ora che ’algebra
esterna di un modulo non banale é non banale e vedremo che — a
differenza di quanto accade per 'algebra tensoriale —, se il modulo
di partenza & finitamente generato anch’essa lo é, arrivando infine a
calcolarne il rango.

Esempio 1.10. Sia M un A-modulo finitamente generato, e fissiamo
una sua base {ej,...,e,}. Consideriamo l'applicazione d : M" — A
definita da

a1 Qlin
d(xi,...,z,) = det Do ,
Gp1 -+ Qpp

dove le colonne (ayj, . . ., an;) della matrice sono le coordinate di x; rispetto
alla base fissata. Come sappiamo d é un’applicazione multilineare alter-
nante. Per la proprieta universale dell’applicazione h : M™ — A" M
definita precedentemente, esiste un’applicazione lineare d' : A" M — A
tale che d = d' o h. Dall’essere d # 0 segue in particolare che A" M # {0}.

Grazie a questo esempio, abbiamo visto che se M ¢ un A-modulo
libero di rango n, allora A" M & un A-modulo non banale. Mantenendo le
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notazioni della proposizione osserviamo tuttavia che, se {e1,...,e,}
¢ un insieme di generatori liberi per M, allora l’insieme dei generatori
liberi di C' = AM”) ¢ costituito dagli elementi della forma (€iyy---s€iy)
al variare di i; nell'insieme {1,...,n}. Si deduce facilmente, quindi, che
se p > n esisteranno sempre almeno due indici 7; e i;; che assumono
lo stesso valore. La proiezione al quoziente manda ognuno di questi
generatori nello zero. In tal caso quindi non esistono p-vettori non nulli, e
A’ M = {0}P] Cio non deve affatto stupire, avendo definito questa nuova
struttura algebrica per tenere conto di quelle proprieta del determinante
di una matrice quali I'indipendenza lineare tra vettori. Se due colonne di
una matrice sono linearmente dipendenti, il suo determinante risulta nullo.
Analogamente, vedremo che se le componenti di un p-vettore sono legate,
questo & uguale a zero, ma ora concludiamo il capitolo determinando
nel caso di un modulo finitamente generato M la base di A” M per ogni
valore di p.

Proposizione 1.11. Sia M un A-modulo libero di rango n, e si fissi
una sua base {ey,...,ey}. Si ha che:

1. Se p > n, allora \°* M = {0};

2. Se 1 <p <n, allora \* M é un A-modulo libero di rango (Z), ed
una sua base é data dai p-vettori della forma:

ey N Nej,, conl <ip <+ <ip <.

Dimostrazione. Il primo punto é gia stato dimostrato, proviamo la se-
conda parte della proposizione. Per quanto visto sopra, i generatori
di C sono gli elementi (e;,,...,e;,), dove I'indice i; varia nell'insieme
{1,...,n}. L’'immagine, tramite la proiezione canonica, di quei generatori
che presentano indici ripetuti € zero, dunque 'insieme dei generatori di
AP M si riduce a quegli elementi della forma e;, A --- Ae;, dove j # j'
implica i; # i;;. Dato un vettore totalmente decomponibile di questo
tipo, possiamo permutare le sue componenti in modo da ordinarle in
maniera strettamente crescente, una tale operazione fa eventualmente
cambiare di segno al p-vettore considerato. Cio significa che ogni p-vettore
avente come insieme di indici {i1,...,7,} un dato sottoinsieme dell’in-
sieme {1,...,n} ¢ legato al p-vettore che presenta tali indici in ordine
strettamente crescente. Possiamo quindi considerare come sistema di
generatori di A’ M solamente quegli elementi del tipo e;; A -+ A €i, con
i1 < --- < ip. Per concludere basta allora verificare che questi vettori
sono linearmente indipendenti su A. Nel caso particolare in cui p = n,

2Per un A-modulo libero di rango n possiamo dunque limitare 'indice p di somma
diretta nella definizione di A(M) tra 0 e n.
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A" M ¢é generato dal solo elemento ej A - -- A ey, e poiché nell’esempio
abbiamo visto che A" M # {0}, esso ¢ linearmente indipendente in
quanto non nullo. Se p < n, dobbiamo dimostrare che presa una qualsiasi
combinazione lineare nulla

w = E Gy ... ip €1 FANRERWAY €, = 0
1<y < <ip<n

di generatori di AP M, risulta iy ,...i, = 0 per ogni multi-indice i1, ...,
della sommatoria. Consideriamo un multi-indice iy, ... iy esia 7 = e;,, A
< ANej, CON ipy1,. .., 0y tali che {i1,...,dp, 9pt1,..., 00} = {1,...,n}. Si

osserva facilmente che il prodotto di w e 7, riguardati come elementi di
A(M), ¢ uguale a (£1)ay, ... i, e, A- - -Ae;, , ed avendo supposto w = 0, tale
prodotto risulta nullo. Poiché si &€ appena provato essere e;, A---Ae;, # 0,
segue che a;, . ;, = 0. Data 'arbitrarieta del multi-indice concludiamo

che i p-vettori e;; A---Ae;, (1 <idp <--- <ip < n) sono linearmente
indipendenti, e che quindi costituiscono un insieme di generatori liberi di
cardinalita (;") di AP M. O

Corollario 1.12. Sia M un A-modulo libero di rango n. Allora
A\(M) é un A modulo libero finitamente generato di rango 2.

Dimostrazione. Per il primo punto della proposizione precedente pos-
siamo scrivere A\(M) = @,_, A" M. Un sistema di generatori libe-
ri ¢ allora individuato dagli elementi (1,0,...,0), (0,e1,0,...,0),...,
(0,...,e Aoo- Aeiyy..,0),.0, (0,...,0,e1 A--- Aey). Siosservi che
possiamo semplicemente indicare ognuno di tali elementi, senza rischio di
generare ambiguita, con e;; A--- A e;,. Essi sono in numero di

()< () G)ee () - () e

p=0

che ¢ quindi il rango dell’algebra esterna A(M). O
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Capitolo 2

Grassmanniane

In questo capitolo entriamo nel vivo del problema che ci siamo propo-
sti di affrontare, la definizione di un oggetto che parametrizzi i sottospazi
lineari di dimensione p di uno spazio vettoriale di dimensione n. Abban-
doneremo la struttura piu generale di modulo, in quanto essa presenta
patologie che poco si adattano a una limpida interpretazione geometrica.

Dato un A-modulo M si dicono elementi di torsione quegli  per cui
esiste a € A\{0} tale che ax = 0. Se indichiamo con T il sottoinsieme
di M formato da questi elementi, chiaramente 1" ¢ non vuoto, in quanto
0 vi appartiene, ma di pil1, in un modulo qualsiasi 7' é in generale non
nullo. Lo Z-modulo M = 27 ® (Z/27Z) incontrato precedentemente ci
fornisce un esempio di questo fatto: 2 ® z, dove £ = 1 + 2Z, é un suo
elemento di torsione non nullo. Non solo: poiché, come si pud osservare,
tale elemento genera M, in questo caso si ha che T'= M. Quando cid
accade, si dice che M & un modulo di torsione; di questo tipo & anche lo
Z-modulo definito a partire dal gruppo abeliano finito Z/pZ. Si osservi
che in entrambi i casi si tratta di moduli finitamente generati, il cui
insieme di generatori non ¢ libero. Vale infatti il seguente risultato.

Proposizione 2.1. Sia A un dominio di integrita, e sia M un
modulo libero su A. Allora M ¢é privo di torsione, ossia

T = {xz € Ml|ax = 0 per qualche a # 0} = {0}.

Dimostrazione. Sia x € T e sia a € A, a # 0, tale che ax = 0.
Decomponiamo x nella base {eq,...,e,} di M:

a(Aer + -+ Apep) =0,

da cui segue, essendo gli e; linearmente indipendenti, che a\; = 0 per ogni
1=1,...,n. Poiché A ¢ un dominio di integrita, grazie alle n equazioni
precedenti concludiamo che A\; = 0 per ogni ¢, il che implica x =0. [
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Facciamo infine osservare che se A & un dominio d’integrita, 7T risulta
essere un sottomodulo di M, detto sottomodulo di torsione. L’avere
sottomodulo di torsione banale, caratteristica tipica degli spazi vettoriali,
fa si che risultati successivi nei quali entra in gioco il teorema di com-
pletamento di base si possano estendere anche a questo tipo di moduli,
cosa che altrimenti non sarebbe stata possibile. D’ora in avanti, come
annunciato, considereremo 'algebra esterna su un K-spazio vettoriale V'
di dimensione finita, dove K =R o C. Salvo specificazioni il discorso sara
valido per entrambi i campi, ma vedremo che, soprattutto quando entrano
in gioco proprieta topologiche dello spazio proiettivo, la differenza risulta
evidente.

2.1 Vettori totalmente decomponibili

Possiamo individuare un sottospazio lineare di dimensione p di uno
spazio vettoriale V' di dimensione n tramite un qualsiasi insieme di vettori
liberi che lo generano. Ad ognuna di queste basi del sottospazio risulta
associato, modulo una moltiplicazione scalare, un unico elemento di A"V,
il prodotto esterno degli elementi della base, per definizione un p-vettore
totalmente decomponibile. Oltre a cid mostreremo che, viceversa, un
multivettore di questo tipo individua univocamente un sottospazio lineare
di V. Chiarire tale corrispondenza sara il primo traguardo del capitolo,
e gia da questa breve premessa si intuisce come la sua comprensione

passi attraverso una caratterizzazione dell’insieme dei vettori totalmente
decomponibili di AP V.

Definizione 2.2. Sia V un K-spazio vettoriale. Diciamo che un
vettore v € V divide w € AV se esiste ¢y € AP~V tale che w = ¢ A v
(una tale uguaglianza va pensata in A(V)).

Lemma 2.3. Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione finita n, e
sia v € V un vettore non nullo. Si ha che v divide w € APV se e solo se
wAv=0.

Dimostrazione. Se w =1 Av, alloraw Av= (Y Av)ANv=vY A (vAv)=
¥ A0 = 0. Viceversa, sia w A v = 0. Poiché v # 0 possiamo considerare

una base {ej,...,e,} di V tale che e; = v. Decomponendo w nella base
di APV associata alla base {eq,...,e,} otteniamo
w = Z Qiy . ip€in N N €4y,

1<iy <-<ip<n

pertanto
wAv = (Z @iy ... ipCix N\ ./\eip) Nep = Z(—l)i’ai17_,_7ipel/\ei1 AN,
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da cui risulta che wAv = 0. Se iy > 1, i vettori della forma e; Ae;; A+ - -Ae;,
sono vettori della base di A” 1V, Essendo linearmente indipendenti, i
loro contributi non possono sommarsi tra loro, e quindi dall’'uguaglianza
precedente segue che a;, . ;, = 0 qualora i1 > 1. Tenendo conto di questo
fatto, possiamo scrivere

/
w= E a1y,...ip€1 N €ig N Nej, =er N,
2<in <--<ip<n

. /o . . o .. . i
dove abbiamo posto ¢ = 22§i2<---<1p§n A1y, iy €0 N -+ A €j,. Da qui

risulta chiaro che v = ey divide w, basta porre ¢ = (—1)P¢)/. O
Proposizione 2.4. Sia V' un K-spazio vettoriale e siano 1, ...,x, €

V. x1,...,2p sono linearmente indipendenti su K se e soltanto se x1 A

<o ANy # 0.

Dimostrazione. Supponiamo che x1,...,x, siano linearmente indipen-

denti. Possiamo allora completare 1, ...,7, ad una base di V. Per la

proposizione tra gli (Z) vettori liberi che generano AP V' vi sara anche
x1/A\- - -Azp, che quindi non puo essere nullo. Viceversa, sia 1A« - -Axy, # 0,
e supponiamo ad esempio che sia x, = a1x1+- - -+ap—17p—1, per opportuni
coefficienti a; € K. Si avrebbe allora che

TN ANy =21 A ANxpor Aarzr + -+ ap_1zp_q) =--- =0,
un assurdo. I

Proposizione 2.5. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n su
K. Un p-vettore w € AP V\{0} é totalmente decomponibile se e solo se
W ={v € V|v divide w} é un K-spazio vettoriale di dimensione p.

Dimostrazione. Mediante il lemma [2.3] ¢ immediato osservare che, per
ogni p-vettore non nullo w, W & un sottospazio lineare di V. Supponiamo
w totalmente decomponibile, ossia della forma w = v A --- A v, per
opportuni v; € V. Dall’essere w # 0, segue dalla proposizione precedente
che v1,...,v, sono linearmente indipendenti, ed ¢ chiaro inoltre che
tali vettori appartengono a W. Completiamo v1,...,v, ad una base
{v1,...,v,} di V, e consideriamo un elemento w € W. w si decompone
nella base come w = aqv1 + - - - + a,v,. Per quanto dimostrato nel lemma
precedente, si ha che w A w = 0, cioé

(Vi A= Avp) A (arvr + -+ + apvy) = 0.
Sviluppando il primo membro dell’equazione si ottiene ap41 = -+ =

ap = 0, pertanto w €< vy,...,v, >. Data l'arbitrarieta di w abbiamo
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mostrato che i vettori v, ..., v, costituiscono una base per W, che ha
quindi dimensione p.

Viceversa, sia {v1,...,vp} una base per W. Completandola ad una
base di V' possiamo scrivere w nel solito modo:

w = E Qiy,... i €ix FANCIRIVAN €,
1<iy <-<ip<n

Poiché per ipotesi v; divide w, segue dal lemma che w A v; = 0, dove
sostituendo al posto di w la sua espressione di cui sopra ricaviamo che
se 1 ¢ {i1,...,ip}, allora a;, .. ;, = 0. Facendo lo stesso ragionamento
su vy otteniamo che se anche 2 ¢ {i1,...,4p}, ¢ a;; .., = 0, e cosl via
fino a v,. Si ha allora che nella scrittura di w come combinazione lineare
dei vettori della base di AP V 'unico coefficiente non nullo & ai,...p, ossia
w=ai,. pv1 A---Avp, ¢ un p-vettore totalmente decomponibile. O

La seguente proposizione e il relativo corollario sono molto importanti,
in quanto mostrano come il prodotto esterno di vettori di V' contenga
informazioni sul rango della matrice che questi individuano una volta
fissata una base dello spazio vettoriale.

Proposizione 2.6. Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione finita
n, {e1,...,e,} una sua base fissata, e siano vy, ...,v, € V. Vale allora
la seguente uguaglianza:

Vi A Aoy =det(A)er A Aey,

dove A = (a;j)1<i,j<n € la matrice di passaggio dalla base {e1,...,en}
all’insieme di vettori {vy,...,v,}, ovvero la matrice nella quale i coetf-
ficienti del j-esimo vettore colonna corrispondono ai coefficienti della
decomposizione del vettore vj rispetto alla base {e;}, v; = Y i aijéi,
I<j<n

Dimostrazione. Se i vj sono linearmente dipendenti allora det(A) = 0,
e il risultato segue dalla proposizione 2.4 Supponiamo che vy, ..., v,
siano liberi (essi formano dunque una base di V'), e proviamo il risultato
per induzione su dim(V) = n. Per dim(V) = 1 lenunciato ¢ banale.
Supponiamo ’asserto vero per dim(V) = n — 1, e dimostriamo che allora
esso segue per dim(V) = n. A meno di riordinare gli indici della base
{e;} possiamo supporre aj; # 0. Se poniamo v§ = vy e, per 2 < j < n,

aij . . . .

v;- =wvj — —2w1, i vettori v],..., v/, risultano anch’essi liberi, e formano
ail

quindi una nuova base per V. Per come li abbiamo definiti, la matrice B

di passaggio dalla base {e;} alla base formata da questi vettori sara della
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forma

a3y 0 - 0
/ /
21 Gy -+ dgy
B = . )
/ /
anl  Qpa " Qpp
d i e 0 Y R S .
ove, per ogni i, j € {2,...n}, a;; = a;j — o @i1- Poiché, come sappiamo,

le operazioni tramite le quali siamo passati dalla matrice A alla matrice
B non cambiano valore al determinante, si ha che det(B) = det(A). Se
poi definiamo A" = (aj;)2<i,j<n, abbiamo che det(A) = a1 - det(4').
Ora, essendo det(A’) # 0, risulta chiaro che {ea,...,en} e {vh, ..., v}
generano lo stesso sottospazio vettoriale, di dimensione n — 1, di V.
Entrambi gli insiemi sono basi per tale sottospazio, e A’ ¢ la matrice
di cambiamento di base. Dall’ipotesi induttiva si ha v A --- Av], =
det(A")ea A -+ A ey, pertanto:

ViA- A, = det(A)v] Aea A Ney,
= det(A’)(a1161 +---+ anlen) Neg N\ Nep
= ajpdet(A)e; Aeg A+ Nep =det(A)eg A+ Aey.

Si conclude osservando che v} A --- Avl, =v1 A~ A vy, O

Corollario 2.7. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n su K,
esia e, ...,e, una sua base. Siano vi,...,vp € V, v; =3 " a;je;. Se

E Qiy . ip€iy N N €,
1<iy <-<ip<n

é la rappresentazione di v A - - - A vy, rispetto alla base di APV definita
a partire dalla base ey, ..., e, come nella proposizione valgono le
uguaglianze

@iy, = det Agy

ipo

dove Ail,...,z’p ¢é la matrice quadrata di ordine p avente come k-esima riga
la riga iy, della matrice A = (ai;) € My p(K).
Dimostrazione. Per semplificare le notazioni supponiamo i1 = 1,...,%, =
p. Poniamo vp11 = epy1,...,0, = ey, € sia B la matrice di passaggio
dalla base {eq,...,e,} all'insieme di vettori {vy,...,v,}. Tale matrice &
della forma

appy - ayp 0 - 0

apt  c ap 0 - 0

)
ap+1,1 pr1p 1 0
a1 Gy 0 e-- 1



da cui segue (sviluppando il determinante secondo Laplace a partire
dall’ultima colonna) che det(B) = det(A;,. ;). Per la proposizione
precedente si ha che

VI A Aoy =det(B)er A Aep =det(Ar, pler A+ Aen,

e sfruttando la decomposizione di vy A --- A v, nella base {e;; A---Ae;,}
si ottiene infine

VA Ay =01 A AvpANepp1 A= Ney =

(Zah,...,ipeil VANEERIVA eip) Neppi N~ Nep =aq,. . pe1 N /N\ep,

da cui la tesi. O

2.2 Algebra esterna e dualita

V' sia sempre uno spazio vettoriale di dimensione finita su K. Abbiamo
gia ricordato che gli elementi di V* sono forme lineari su V; se {e1,...,e,}
é una base di V, la base duale ad essa associata, che si indica con
{e],..., e}, ¢ tale che €} (e;) = d;; per ogni i,j € {1,...,n}, dove §;; ¢
il simbolo di Kronecker. Grazie all’isomorfismo canonico tra V e V** il
discorso appena fatto puo essere ripetuto invertendo i ruoli di V e V*, e
possiamo quindi vedere gli elementi di V' come funzionali lineari su V*.

Esempio 2.8. Sia V = K2. Consideriamo (1€ +aged)(Brer+P2e2).
Per linearita possiamo scrivere

(are] + ages)(Brer + faea) =

Bi(aie] + azed)(er) + fa(are] + ages)(e2) =
aifrei(er) + aifaei(ez) + azfies(er) + agfBaes(e) =
Ozlﬂl + a4, .

Questo semplice esempio mostra la simmetria tra i ruoli di (aje} +
agel) e (frer + Pz2e2). Definiamo un prodotto scalare tra due vettori
u€eVew* e€V* come:

(w*,u) = (u,w*) = w(u) = u(w").

Riprendiamo I'importante osservazione fatta in [I.7} nel caso parti-
colare dell’algebra esterna questa ci dice che un elemento di A’V ¢
un’applicazione p-alternante su V* x --- x V* (p volte). La definizione
di prodotto scalare tra spazi duali si puo estendere nel caso di p-vettori.
Per i dettagli rimandiamo al testo [2].
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Definizione 2.9. Definiamo un prodotto scalare (, ) tra APV e
AP V* nella maniera seguente:

(Wi A Nwp,ur A -+ Auy) = det((ag;)) per p > 1
(A, ) per A\, pu € K :
(N°V*NTV) sep#q

dove a;; = (w}, uj) € K.

Osserviamo che la linearitd permette di limitare la definizione ai
vettori totalmente decomponibili. Espandendo il determinante della
formula a partire dalla j-esima colonna otteniamo, per ogni p > 2,

(W] A= ANwp,ug A==+ ANuy) =

P
D (=0 (i ug) - (WA AT A Awh ug A Al A Aup), (2.1)
i=1
dove w; indica che consideriamo il (p — 1)-vettore in cui non compare w;.
Si osserva immediatamente che

(e A Aep v Ares Aey,) = det((6p,0,))-

Quest’ultima uguaglianza mostra che, se u = ZUVL,,,,,,pel,l NN ey,,
w* =3 wy, e A Aep,, allora

(w*, u) = Z Uty iy Wi o (2.2)
1< < <pp<n

Infatti il prodotto scalare (e}, A -+ A €hyr €y N A ey,) € uguale a zero

qualora {vy,...,vp} # {p,...,pup} — se ad esempio py ¢ {v1,...,1p},
la matrice (0,,,;) possiede la prima riga nulla —, mentre chiaramente

(6;1/\---/\e;p,em/\---/\eup>:1.

2.3 Topologie sullo spazio proiettivo

Ricordiamo che lo spazio proiettivo P™(K) (o pit semplicemente P a
meno che non occorra distinguere tra i casi reale e complesso) ¢ I'insieme i
cui punti rappresentano le rette per I'origine dello spazio vettoriale K**1,

P" = {[xo,...,zn]|lzi € K,[z0,...,20] #[0,...,0]}.

Abbiamo gia sottolineato come questa definizione rientri in quella piu
generale di grassmanniana. Se indichiamo la grassmanniana dei sottospazi
vettoriali di dimensione p di K™ con la notazione G(p,n), allora P" =
G(1,n+1). Facciamo poi osservare che si pud assumere un punto di vista
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‘proiettivo’ e considerare la grassmanniana degli spazi lineari di dimensione
p di P", che in questo caso si usa indicare con G(p,n). Naturalmente si
ha G(p,n) = G(p+ 1,n + 1). Nel seguito, usando la notazione G(p,n),
ammetteremo la grassmanniana definita a partire tanto da C™ quanto da
R™. Nel caso sia necessario fare distinzioni scriveremo invece G(p, C"),
G(p,R™) rispettivamente. Tale notazione é quella comunemente adottata
qualora ci si voglia riferire alla grassmanniana dei p-sottospazi di un
generico K-spazio vettoriale V: G(p,V'). Tuttavia, una volta fissata una
base di V, I'isomorfismo canonico con I'n-spazio numerico K" ci permette
di fare riferimento semplicemente a G(p,n).
Consideriamo l'insieme

Uo = A{[xo, ..., zn] € P"|xg # 0}.

I suoi punti rapprentano quelle rette passanti per l'origine di K"*1 che
intersecano l'iperpiano di equazione xy = 1. Precisamente la retta
vettoriale {(Axo, ..., Az,)|A € K}, associata al generico punto [z, .. ., z)]
di Up interseca tale iperpiano nel punto (1,z1/xq,...,zn/z). Questa
assegnazione, chiaramente biiettiva, ci permette di identificare Uy con
K™:

U = (zp=1)cC KMl = K"

I Tn 1 Iy T Tn
Zo Zo o Zo Zo Zo
(2.3)
I punti di P™ che non appartengono ad Uy sono quelli associati alle
rette appartenenti all’iperpiano (z¢g = 0) di K"*!, e sono della forma
[0,21,...,zy,]; I'insieme di tali punti risulta chiaramente isomorfo ad uno
spazio proiettivo di dimensione n — 1. Possiamo pensare ad Uy come
alla ‘parte finita’ di P", mentre i restanti punti rappresentano i punti
all’infinito, uno per ogni direzione di K". Abbiamo cosi ottenuto la
seguente decomposizione:

P" = K"UP"!
e iterando il ragionamento possiamo scrivere
PP =K'UP" ! =...=K"'U---UKUP’ =K"U--- UK U {00},

dove oo €& il cosiddetto ‘punto all’infinito’. Chiaramente la scelta di
considerare Uy come parte finita di P™ é solo una questione di punti di
vista, e avremo potuto ripetere lo stesso ragionamento su uno qualsiasi
degli U;, dove per ogni i € {0,...,n} U; rappresenta l'insieme dei punti
dello spazio proiettivo P" aventi i-esima coordinata non nulla.
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Figura 2.1: 11 piano proiettivo P?

Poiché ogni punto dello spazio proiettivo ammette almeno una coor-
dinata omogenea non nulla, abbiamo che P = (JI' , U;. Questo fatto ci
permettera di vedere P" come una varieta topologica. Ricordiamone la
definizione:

Definizione 2.10. Sia n un intero positivo. Una varieta topologica
di dimensione n é uno spazio topologico di Hausdorff X a base numerabile
tale che ogni x € X possieda un intorno aperto U, omeomorfo ad un
aperto di K”.

Se vogliamo dotare P™ di una tale struttura, il primo problema che si
pone ¢ quello di definire su di esso un’opportuna topologia che permetta di
separare i suoi punti. Consideriamo prima il solo caso reale. Ci chiediamo
come definire in maniera coerente una ‘distanza’ tra due rette passanti
per lorigine di R™*1. A tal fine consideriamo la sfera unitaria S™ C R**1,
e siano p e ¢ due rette per l'origine. Ognuna di esse interseca la sfera in
due punti (P, P’ e Q, Q' rispettivamente), ed & univocamente determinata
la circonferenza € di centro l'origine e raggio unitario cui tali punti
appartengono, definita come l'intersezione tra S"~! e il piano generato
da r ed s. E facile osservare come P, P, Q, Q' suddividano € in quattro
archi, due a due congruenti. Definiamo §(r, s) = §([r], [s]) = min{«, 8},
dove a, (8 sono le lunghezze di due archi consecutivi, o + 8 = 7, e dove
con [r] indichiamo il punto di P"(R) corrispondente alla retta r. Si
osservi che la funzione § non definisce una distanza, in quanto essa non
verifica la disuguaglianza triangolare, ma per noi sara piu che sufficiente:
la topologia che definiremo grazie ad essa risultera abbastanza fine da
rendere continue certe applicazioni, ma non al punto da evitare a P"(R)
di godere della proprieta di compattezza.
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Sia F la famiglia formata dagli insiemi

Bd(p()) = {p € Pnlé(p’po) < d}v

al variare di pg in P e di d in [O, ;r] , e sia T la meno fine tra le topologie

su P” contenenti F. Il risultato seguente mostrera che tale topologia é
consistente.

Proposizione 2.11. Sia X un insieme non vuoto, e sia B una
famiglia di sottoinsiemi di X tali che:

L Upep B = X;
2. per ogni A, B € B, AN B ¢ unione di elementi di B.

Allora esiste una e una sola topologia Tg su X di cui B é una base, e
questa é la meno fine tra tutte le topologie T che contengono B, ossia

Tp= ()7

BCT

Dimostrazione. Innanzitutto X e @ appartengono a Tg, il primo per il
punto 1, il secondo in quanto unione della famiglia vuota di elementi di
B. Sia {V;}ier una famiglia di elementi di T, si ha che

Uvi-U( U s)em

el el \jeJ(i)

dove Bj € B e, per ogni i, J(i) ¢ un opportuno insieme di indici. Infine,
se Vi = Uper B, Vo = Upei Bk, allora

VinVs = ( U Bh>m<U Bk> = |J Bnn By,

heH keK heH
keK

che appartiene a T in quanto per ipotesi By N By € Tg. Dimostriamo
ora che T = (\pcq T, da cui seguira anche I'unicitd. Chiaramente
Npcg T C T, in quanto B C Tgp. Viceversa, preso un qualsiasi aperto
V € T3, essendo B una base per questa topologia si ha che V = e B;.
Poiché ogni topologia T di cui si fa 'intersezione contiene B, si ha che
B; € B C T qualunque sia j, il che implica U € (g5 7, da cui la
tesi. 0

Per poter sfruttare la proposizione dobbiamo verificare che F soddisfi
il punto 2. Una tale richiesta ¢ equivalente ad imporre la condizione
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2'. Per ogni x in AN B esiste B, € B tale che x € B, C AN B,

che risulta chiaramente soddisfatta da F. In effetti T4 non é altro che
la topologia indotta dalla metrica euclidea su P", ottenuto quozientando
la sfera unitaria con la relazione antipodale ~. Per dimostrarlo occorre
far vedere che ogni aperto di T é un aperto della topologia quoziente, e
viceversa. Possiamo limitarci a considerare aperti delle rispettive basi.
Sia By(po) € F, e consideriamo I'applicazione 7! che ad ogni punto di
P*(R) associa la corrispondente retta per I'origine in R"*!. L’'immagine
di By(po) tramite tale applicazione per definizione di § interseca S™ in
due calotte sferiche +C, —C'. Tali calotte sono aperti della topologia
indotta su S™ dalla metrica eucildea, che si possono pensare ottenute nel
modo seguente. Sia r = 7~ !(pg), e siano +R, —R i punti di intersezione
tra r e S™. Allora +C' si puo ottenere, in base al teorema della corda,
come intersezione tra la sfera unitaria e la bolla B, a (£R). Abbiamo

cosi mostrato che Bgy(pp) ¢ un aperto della topologia quoziente su S™/~,
in quanto la sua preimmagine tramite la proiezione p : S — S™/~ &
un aperto dello spazio topologico S™ dotato della topologia indotta dalla
matrica euclidea. Il viceversa ¢ del tutto analogo.

Si osserva immediatamente come P", dotato della topologia T, sia
uno spazio di Hausdorff. Mostriamo che gli U; definiti sopra sono insiemi
aperti per tale topologia. Consideriamo 'applicazione f : P — R che
ad un punto p associa il valore

dove CU; indica liperpiano (z; = 0), complementare dell’insieme U;.
Chiaramente f ¢ continua, ed U; risulta aperto dall’essere CU; chiuso
in quanto preimmagine dello 0 tramite una funzione continua. Poiché
per quanto visto precedentemente P" = J;", U;, ogni punto p € P"(R)
ammette un intorno isomorfo a R™, e lo spazio proiettivo reale risulta
essere una varieta topologica.

Con questo esempio abbiamo voluto mostrare un metodo ‘manuale’
per costruire una topologia sullo spazio proiettivo che renda quest’ultimo
una varieta topologica. Ma si puo dire molto di piu. Ricordiamo che
un omeomorfismo (funzione continua e invertibile con inversa continua)
wy di un aperto U di X su un aperto di K" viene detto n-carta locale.
Una famiglia di carte locali {¢y,}ier tali che {U;}ier costituisce un
ricoprimento di X si dice atlante su X. L’assegnazione definisce le
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seguenti carte locali:

. Tl x
ot [To,.. . Tp] (?0""’:73>7

. x Tp—1
On t[Toy. ., Tn] <ﬁ,..., o= ),

dove ¢; = ¢y,;, 0 <7 < n. Tramite le ; otteniamo immediatamente
che P" & una varieta topologica, e un tale approccio, a differenza della
costruzione precedente, ¢ valido tanto nel caso reale quanto in quello
complesso. Queste stesse applicazioni, inoltre, mostrano che P é una
varieta differenziabile, concetto che andiamo ora a introdurre.

2.4 Varieta differenziabili

Definizione 2.12. Sia X uno spazio topologico, U,V due aperti
di X. Due n-carte locali (U, ¢r), (V,py) si dicono C¥-compatibili se
UNV = @ oppure se U NV é non vuoto e 'applicazione ‘cambio di
coordinate’

@Vogogl cpu(UNV)CKY — oy (UNV) C K?

¢ un diffeomorfismo di classe C*, che ricordiamo essere una funzione
invertibile e, assieme alla sua inversa, continua e derivabile, con derivate
continue fino all’ordine k.

Definizione 2.13. Un n-atlante differenziabile di classe C* nello
spazio topologico X ¢ una famiglia di n-carte locali {(U;, i) }ier tale che
{U;} sia un ricoprimento di X, e tale che le carte locali (U;, ;) siano a
due a due C* compatibili.

Se X ¢ uno spazio di Hausdorff a base numerabile si dice che 1'n-
atlante {(U;, i) }ier definisce su X una struttura di varieta differenziabile
di classe C¥ se k > 1 e, come abbiamo visto, di varieta topologica se
k = 0. L’intero n ¢ la dimensione della varietd X. D’ora in poi, se ci
riferiremo ad applicazioni o varieta differenziabili, senza specificare oltre,
sottintenderemo che si tratti di applicazioni o verieta differenziabili di
classe C*°, e in questo caso si parla di varieta liscia.Facciamo poi notare
che se K = C si usano adottare i termini funzione olomorfa (o analitica),
anziché funzione differenziabile, e varietd analitica anziché differenziabile.
Come sappiamo, nel caso di funzioni differenziabili in senso complesso,
una funzione che ammette derivata prima ne ammette infinite e in questo
caso non occorre specificare oltre.
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Dopo aver dato queste definizioni, torniamo alle carte locali su P™.
Ossrviamo che esse sono C*°-compatibili, in quanto le mappe cambio di
coordinate, come ad esempio

©n © 9061 : SOO(UO N Un) — Son(UO N Un)a

che ad (a1, ...,a,) € K" associa

©On ogpal(al,...,an) =on([1,a1,...,a,]) = <1,..., an_1>7
Gnp Qnp
sono infinitamente differenziabili (risp. olomorfe).

Partendo da quanto fatto su P”, estendiamo il ragionamento ad una
generica grassmanniana G(p,n), dotandola della struttura di varieta diffe-
renziabile. Come al solito, sia V' un K-spazio vettoriale, e sia {e1,...,en}
una sua base fissata. Dato un sottospazio lineare W di dimensione p di
V', possiamo rappresentare W tramite la matrice n x p

le cui p colonne corrispondono ai p vettori a; = ajjer + ...apje, di
una base di WE| Chiamiamo una tale matrice matrice rappresentativa
di W. Chiaramente essa ha rango massimo p, in quanto i suoi vettori
colonna sono linearmente indipendenti. Poiché la base di W non &
unica, la matrice rappresentativa di un sottospazio non € univocamente
determinata. Il legame tra le diverse matrici rappresentative é stabilito
da un noto risultato di algebra lineare.

Proposizione 2.14. Sia W un sottospazio di dimensione p di un
K-spazio vettoriale V di dimensione n, e siano A, A" € M, ,(K) due
matrici rappresentative di W. Allora esiste una matrice G € GL,(K)
(sottoinsieme di M, (K) costituito dalle matrici invertibili) tale che A =
A'G. Questo fatto si esprime dicendo che la matrice rappresentativa di
W é unica a meno di un’azione del gruppo lineare GLy(K). Viceversa,
date due matrici A, A" € M, ,(K) di rango massimo p tali che A = A'G
per una certa G € GL,(K), i rispettivi vettori colonna generano lo stesso
sottospazio lineare di dimensione p di V.

Dimostrazione. Dimostriamo prima il viceversa. Da A = A’G abbiamo
che ‘

'Raccomandiamo particolare attenzione alle notazioni adottate: una lettera con
un indice al pedice indica un vettore di V', mentre una lettera con due indici al pedice
uno scalare in K.
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Per ogni j = 1,...,p siano a;, a’; come in figura:

J
a/l .. ap a/& DY alp
/ /
all .. alp a/ll DY a/lp
/ /
a/nl DY anp anl .. anp
J— . + . I + /
a] — alje]_ . e anjen aj — alje]_ “ee anjen.
Dimostriamo che Span(as,...,a,) = Span(ay,...,a,). Innanzitutto,
, : R p /
avendo A e A’ rango massimo, gli insiemi {a1,...,a,}, {a},...,a;} sono

linearmente indipendenti, pertanto generano un sottospazio di dimensione
p di V. Riguardando le come relazioni sulle componenti del generico
vettore a; otteniamo

! !
ai; ajgij + -+ aypgpj
. . / !
aj = : = : = gijay + -+ gpjay,

. o
Ong ap1915 + 0+ pppj

ossia per ogni j = 1,...,p, aj ¢ combinazione lineare dei vettori ay, ..., a,.
Questo implica che Span(ay, ...,a,) C Span(al,...,a,), e trattandosi di
sottospazi della stessa dimensione abbiamo 'uguaglianza. Dimostriamo
ora la prima parte della proposizione. Per ipotesi Span(aq,...,a,) =
W = Span(ay, ..., a,), da cui {a1,...,a,} € Span(ay, ..., a,). Possiamo
allora esprimere gli a; come combinazione lineare di af, ... ,a;,,

/ /
ai = giiay + -+ gp1a,

_ / /
ap = gipay +--- + Gpply-

Esprimendo ciscuna di queste p equazioni vettoriali per componenti
otteniamo np equazioni scalari

/ / / /
ajj = 1551 + 0+ GpjQip = @915 + 0+ QipGpys

che possiamo scrivere in forma matriciale come A = A'G, dove G ¢ una
matrice quadrata di ordine p. Essendo gli a; linearmente indipendenti, tali
sono anche le loro componenti rispetto ai vettori af, ... ,a; (si completi

{a},...,a,} ad una base di V), percio G € GL,(K). O

Anziché associare ad un sottospazio W la matrice dei vettori di una sua
base {a1,...,a,}, possiamo associargli il p-vettore in A? V a1 A---Aayp. Le
proprieta dimostrate nel caso delle matrici rappresentative si deducono
facilmente nel caso dei p-vettori rappresentativi sfruttando i risultati
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precedenti. Infatti, per il corollario se {a,...,a,} & un’altra base di
W si ha che
ap A--- Nap = det(G)ay A--- A ay,

dove G € GL,(K) ¢ la matrice di passaggio dalla base {a} alla base
{a;}. Siano sempre W un sottospazio di dimesione p di V', A € M, ,(K)
una sua matrice rappresentativa. Ricordiamo che con Aily._,,ip, 1 <
i1,...,% < mn, indichiamo il minore di ordine p ottenuto da A prendendo
le righe 41, ...,4,. Poniamo inoltre A;, . ; = det(A;. ;,). Poiché, come
abbiamo visto, la matrice A é di rango massimo, almeno uno degli (;L)
scalari Az, ;, € non nullo. Sempre per quanto visto in @ Ay ,...i, NON
¢ altro che il coefficiente che moltiplica e;, A-- - Ae;, nella decomposizione
di a; A--- Aap sulla base di AP V. Al variare della base di W variano
la matrice rappresentativa e di conseguenza i coeflicienti del p-vettore
rappresentativo. Tuttavia, per quanto mostrato precedentemente, W
individua a meno di un fattore moltiplicativo un elemento di A"V, e cio
significa che risulta ben definita la mappa

v:G(p,n) — P(APV)
w — e A Aay)

dove abbiamo identificato un sottospazio W con il punto ad esso corri-
spondente in G(p,n). Mostriamo subito che questa mappa, detta mappa
dv Pliicker, é iniettiva, cosa che ci permettera di riguardare la grass-
manniana G(p,n) come un sottoinsieme dello spazio proiettivo. Per
dimostrarlo si considerino due sottospazi di dimensione p di V, W e
Z. Siano {wi,...,wp} una base di W, {z1,...,%,} una base di Z. Se
V(W) =V(Z) esiste A € K, XA # 0, tale che wi A~ Awp = Az1 A+ A zp.
Allora si ha che

WA ANWp ANz =A1 N~ N2p N2z =0

per ogni ¢ = 1,...,p. Per la proposizione si ha che per ogni i, z; é
combinazione lineare di w1, ..., wp, da cui segue che Z C W, e dall’essere
dim(W) = dim(Z) abbiamo 'uguaglianza dei due sottospazi, da cui la
tesi. Possiamo esprimere meglio I'immagine di un sottospazio tramite la
mappa di Pliicker servendoci della proposizione Essa ci dice che

P(APV) = }P’(z)fl, e per quanto dimostrato si ha

v:G(p,n) — p(;) -1
w — [Al,...,pa cee 7An—p+1,...,n]

[A1 . p,. s Ap_py1,..n] vengono dette coordinate pliickeriane del sotto-
spazio W; come la mappa W che le definisce, esse prendono il nome dal
matematico e fisico tedesco Julius Pliicker (1801-1868), che per primo le
utilizzo.
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Come abbiamo visto, se A ¢ tale che A; ; # 0 per un certo
indice i1, ...,1p, qualsiasi altra matrice rappresentativa A" di W ¢ tale
che Ay, . i, # 0. Infatti det(A;hwip) = det(Aih._UZ-p) det(@), ed poiché
G € GL,(K) il suo determinante ¢ non nullo. E quindi ben definito
I'insieme

Uir,...i, = AW € G(p,n)|Ai;,...i, # 0},
Consideriamo, per semplificare le notazioni, Uy, ,. Ad ogni W in Uy, .,
¢ associata una e una sola matrice della forma

1 . 0
At — | O L (2.5)
Qpt+1,1 0 Qptlp
anJ e an’p

per ottenerla basta moltiplicare una qualsiasi matrice rappresentativa
A di W per (A1), che chiaramente appartiene a GL,(K). Per la
proposizione [2.14] inoltre, ogni matrice di questa forma determina un
unico sottospazio in G(p,n), abbiamo cosi stabilito una biiezione

P1,..p * Ul,...,p — Kp(n—p).

Osservazione 2.15. I punti di U; ., rappresentano quei sot-
tospazi lineari di dimensione p di V' che sono in somma diretta con
Span(epy1,...,€n). Sia W uno di questi sottospazi, da appare su-
bito chiaro come una base di W possa essere completata ad una base
di V aggiungendovi i vettori e,41,...,e,. Si osservi inoltre che per
ogni j, 1 < j < p, il j-esimo vettore colonna della matrice AP
rappresenta l'unico punto di intersezione tra W e il sottospazio affi-

ne Span(ep11,...,e,) + €;: un generico elemento di quest’ultimo ¢ della
forma
(O,...,0,\1/,0,...,O,xp+1,...,xn),
J
e chiaramente I'unico vettore di W che possiede (0, ...,0,1,0,...,0) come

prime p coordinate ¢ il j-esimo vettore colonna di AP,

Naturalmente, quanto detto fino ad ora riguardo Uy, ., sussiste per
qualsiasi sottoinsieme Uy, . ;, di G(p,n). La funzione che ad una matrice
n X p associa Ay . ;, € chiaramente continua in M, ,(K), in quanto il
determinante non é altro che una funzione polinomiale. Da cid segue

facilmente che gli insiemi Uj, . ;, sono aperti dello spazio topologico

G(p,n) con la topologia indotta da P(z)_l. La carta affine ;. ;,
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sull’aperto Uy, .. 4, si ottiene dunque associando a W il punto di Kp(n—p)
dato dall’'unica matrice rappresentativa di W della forma [2.5] dove il
minore A;, . ;, coincide con la matrice identitad. Se consideriamo di
nuovo, a titolo di esempio, I'aperto U .. ;, la generica coordianata «; j,

1<i<n—p, 1 <5< p, sl esprime come rapporto

A177]_17p+1/7j+177p
)
Alv""p

Qij =

dove Ay . i, sono i determinanti dei minori A;; . ;, di una qualsiasi
matrice rappresentativa A di W. Abbiamo cosi dimostrato che le carte
. . i . . . . . . . . 71
locali ¢;;,...;, sono funzioni continue. Le funzioni inverse (9011,...,zp)
sono chiaramente continue. Dimostriamo infine che le funzioni cambio
. . . . 71 . . . . 1.
di coordinate ;.. i, © (‘Piﬁ,..-,i;) sono infinitamente differenziabili su
Diroriip Ui, iy ﬁUZ-/l,“_,%). Osserviamo innanzitutto che ¢;, . i, (U; N
Uy i) & aperto in KP("=P) in quanto il suo complementare ¢ preimmagi-
1750lp )
ne dello zero tramite una funzione polinomiale. Sia W € Uy, ;N UZ-/P i
A
e A una sua matrice rappresentativa. Consideriamo la matrice A"
ottenuta moltiplicando A per la matrice (A;,._; )~!, che esiste in quanto
P

la"'yip

W eU,. i, Sia Ai,1 Z.i’ il minore p X p ottenuto da A*»* prendendo
JERET)

e righe i, ..., i,. Poiché W € Uy ..ir » tale matrice risulta invertibile, e
abbiamo che .
ATty — Aiteeip (Al/lzf) .
1750
Da tale uguaglianza segue che le coordinate aj, si ottengono come
rapporti tra polinomi nelle variabili ;;. Anche in questo caso dunque le
mappe cambio di coordinate sono infinitamente differenziabili, e G(p,n)
risulta essere una varieta liscia (risp. analitica) di dimensione p(n — p).

2.5 Compattezza

Sappiamo che P"(R) ¢ uno spazio compatto, in quanto quoziente del
compatto S™ tramite la relazione antipodale. Un ragionamento analogo si
puo sviluppare per mostrare che lo spazio proiettivo complesso é compatto.

Proposizione 2.16. P"(C) é compatto per ogni n > 1.

Dimostrazione. Sia | una retta in C"*t'. [ ¢ individuata da un suo
punto qualsiasi (zg,...,2n) # (0,...,0), I = {A(z0,...,2n)|A € C}.
Consideriamo la sfera unitaria U™ in C"+1,

U?’L — {(ZO)-.-7ZTL) ecn+1|2070++znzz 1}

Per ogni retta complessa [ vi sono infiniti punti di [ appartenenti a U™, per
la precisione I'iniseme [ N U™ & in corrispandenza biunivoca con U' C C.
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Infatti, se (29,...,2,) € C""! & un punto di modulo unitario, anche
ogni punto della forma (cosf + isin®)(zo,...,2,) lo & Viceversa, se
(2, ---,4,) € | ha modulo unitario allora

L= [(z0,- - 2)ll = [Al - I(20, - - 20) | = |Al,

il che implica A = cos + isin @. Definiamo su U" la seguente relazione
di equivalenza:

z1~z29 < JAeC A\ =1, tale che z; = Azo.

Per come ¢ stato definito abbiamo che U"/~2 P"*(C), che risulta essere
compatto in quanto quoziente del compatto U™ C C. La compattezza di
U™ deriva dall’essere un insieme chiuso e limitato di uno spazio euclideo.

O]

La compattezza di P(Z)_l ci permettera di concludere che la grass-
manniana € una varietd compatta, dopo aver dimostrato che si tratta di
un sottoinsieme chiuso dello spazio proiettivo. A tal fine torniamo a con-
siderare G(p, n) contenuta in P(A” V). Abbiamo visto che se un elemento
[w] € P(AP V) appartiene alla grassmanniana, allora w = a3 A--- Aay ¢
totalmente decomponibile. Viceversa un p-vettore [a1 A---Aap] € P(AP V)
individua univocamente un sottospazio di dimensione p in V, e risulta
quindi immagine di tale sottospazio tramite la mappa di Pliicker. In base
alla proposizione concludiamo percio che w € P(A? V) appartiene a
G(p,n) se e soltanto se la mappa

¢u:V — NV
v o WA
ha rango n — p. Chiaramente ¢,, ¢ lineare. Sia @, € M( n )n(K) la

pt1
matrice associata a tale applicazione. Il rango di ¢,, ¢ allora n —p se e solo

se tutti i minori di ordine n —p+1 di tale matrice sono nulli. L’annullarsi
di questi minori da un numero finito di equazioni il cui insieme degli zeri
¢ G(p,n). Con questo abbiamo provato due cose, innanzitutto che la
grassmanniana é un sottoinsieme chiuso e dunque compatto dello spazio
proiettivo, in secondo luogo che G(p,n) ¢ una varieta proiettiva.

Definizione 2.17. Dicesi varieta proiettiva ’insieme dei punti di
uno spazio proiettivo che annullano simultaneamente una famiglia di
polinomi omogenei {F)}xca-

Osservazione 2.18. In base a quanto osservato in per i prodotti
tensoriali, dati due K-spazi vettoriali V,V’, e un morfismo f:V — V/,
si ha che f induce naturalmente un morfismo

f/\ : /\(V) — /\(VI) I ARER /\eip — f(eil) AR /\f(eip).
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In particolare si osserva che f ¢ iniettiva se e soltanto se f lo é. Da cio
segue, se W & un sottospazio vettoriale di V', che I'iniezione i : W — V
induce un monomorfismo " : A(W) — A(V), da cui otteniamo che
l'algebra esterna A (W) ¢ (identificata con) un sottospazio di A (V).

Se V' & uno spazio vettoriale di dimensione n su K, e W un suo
sottospazio di dimensione ¢ < n, dall’esservi una corrispondenza biunivoca
tra l'insieme dei sottospazi di V/W di dimensione p — ¢ e l'insieme dei
sottospazi di dimensione p di V', abbiamo che G(p — ¢, V/W) C G(p, V).
Pit in generale se Z é un sottospazio di V contenente W, si ha che
G(p—q,Z/W) C G(p,V), in quanto chiaramente si ha G(p, Z) C G(p, V),
grazie all'inclusione A\(Z) — A(V).

~

Facciamo poi osservare che risulta G(p,n) = G(n — p,n). Abbiamo
infatti che al sottospazio W, controimmagine di uno e un solo vettore
totalmente decomponibile [w] € AP V tramite la mappa di Pliicker, risulta
associato il sottospazio ortogonale

Ann(W) = {v* € V*|(v*,w) = 0 per ogni w € W} C V*,

di dimensione n — p su K. A questo corrisponde poi un vettore totalmen-
te decomponibile in A\"7? V*, spazio quest’ultimo isomorfo a A" PV,
avendo supposto V' di dimensione finita.

2.6 Le relazioni di Plicker

Le equazioni della grassmanniana G(p,n) ottenute sopra sono in una
forma che é ben lungi dall’essere la pit semplice possibile. Sembrerebbe
infatti che, fissato p, il grado di queste equazioni cresca all’aumentare di
n. Ora dimostreremo che, invece, le grassmanniane sono sempre definite
da un sistema di equazioni quadratiche, dette relazioni di Pliicker.

Definizione 2.19. Sia v* € V* un vettore fissato. Definiamo su
A\ (V) Poperatore lineare contrazione rispetto a v* come

p
i1 A Avp) =Y (D) op A AT ) A Ay =
=1
p .
D (=D vdvr A AT A Ay (2.6)
=1

Dalla formula appare chiaro il perché del nome contrazione: ap-
plicando i(v*) ad un p-vettore, otteniamo un (p — 1)-vettore, ossia

i) (ANPV) C NV
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Proposizione 2.20. Per ogni u € A(V), w* € A(V*), e comunque
fissato v* € V*, si ha che

(t(v")u, w™) = (u,v* ANw*)

Dimostrazione. Come gia osservato, la linearita del prodotto scalare ci
permette di limitare la dimostrazione ai vettori totalmente decomponibili.
Siano dunque u = uy A+ - Aup, w* = wiA---Awy. Se ¢ # p—1 entrambi
i membri dell’equazione sono uguali a zero, dunque il caso ¢ =p—1 ¢&
I’unico che rimane da verificare. Per farlo basta confrontare le formule

(v u, w*y =

.M’U =

(=)o ughug A A A A g, wh /\---/\w;_1> =

=1

NE

(—1)i+1<v*,ui><u1/\~--/\ai/\'--/\up,wi‘/\-~-/\w;_1> =
1
up A A up, 0T AWy A Awg_g) = (u, vt Aw')

o~ .

O]

In maniera del tutto analoga si pud definire, per ogni vettore v € V,
un operatore i(v) su A(V*). Si definisce poi la contrazione rispetto a un
p-vettore vi A -+ A vy come

i(vp Ao Awg) =i(vg) o ... oi(v]).

Si dimostra che anche in questo caso, per ogni u € A(V), w* € A(V*),
sussiste I'uguaglianza (i(Z)u, w*) = (u,E A w*), comunque fissato = €
A?V*. Naturalmente, tale uguaglianza ¢ non banale nel solo caso in cui
u & un p-vettore e w* & un (p — q)-vettore.

Sia ora w € AP’V un p-vettore. Al fine di trovare delle condizioni
affinché w sia totalmente decomponibile, ci poniamo una domanda pit
generale, quella di determinare il minimo sottospazio W C V tale che
w sia nell'immagine dell’applicazione A W — AP V. Vediamo perche
queste due cose sono legate. Se | = dim(W), allora deve essere | > p,
altrimenti A’ W = 0 e w ¢ contenuto nell'immagine nel solo caso banale.
Se invece vale [ = p, si ha che dim (/\p W) = 1, da cui segue che w é
totalmente decomponibile. Viceversa, se w é totalmente decomponibile,
w = vy A--- Avp, basta prendere W = (v1, ..., v,), dunque I'uguaglianza
[ = p é condizione necessaria e sufficiente alla totale decomponibilita di
w.
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Sia w™ il seguente spazio lineare:
wh = {v* e V¥i(v")w =0} C V*,
Vale il seguente risultato,

Lemma 2.21. W = Ann(w') ¢ il minimo sottospazio di V tale che
w é contenuto nell’immagine di NP W — AP V.

Dimostrazione. Sia {w1,...,w;} una base per W, e completiamola ad
una base {wy, ..., w;, U1, .., up}t di V. Sia poi {w},u}} la base duale.
Ponendo U = Span(uj41,...,uy,), la somma diretta V=W @ U induce
la seguente decomposizione:

NVENWa (N WeU)e (N W NU)e--.

Vogliamo mostrare che w sta nel primo addendo diretto di tale decom-
posizione. Scriviamo il componente di w nel secondo addendo come
W1 = D n_ii1Wa ® Uqg, dove per ogni a wy € /\p*1 W. Dall’essere
(uf,w;) = 0 per ogni a e per ogni i, segue che u, € Ann(W) = wt
(sappiamo infatti che, se V' ¢ di dimensione finita, il doppio ortogonale di
un sottospazio W C V coincide con W stesso). Abbiamo cosi ottenuto
che i(u})w = 0 per ogni a. In base a (2.6)) si osserva poi che, per ogni
kEe{l,...,p},

i) NFW e NFU— ANPTEFw e AL

Infatti ogni prodotto scalare (u},w;) = 0, e dunque ogni (p — 1)-vettore
Wy A AW A Awp Augeq A - - - Ay, sparisce dall’ultimo membro della
formula. Da questo fatto segue che i componenti wy,...,w, di w non
possono annullarsi a vicenda, e quindi ¢(u},)w = 0 implica i(u},)wr, = 0
per ogni k = 0,...,p. Prendendo sempre come esempio il componente
w1, abbiamo che i(u} )w1 = wy, da cui segue che w, = 0 per ogni «, ossia
w1 = 0. In maniera simile si deduce che gli altri componenti wo,...,w, di
w sono nulli, di conseguenza w € AP W. Per dimostrare la minimalita di
W supponiamo che esista W’ ; W tale che w ¢é contenuto nell’immagine
N W' — APV. Se cosi fosse esisterebbe un vettore w € W tale che
w ¢ W’'. A meno di scegliere una nuova base per W possiamo supporre
w = wi. Avremmo allora, sempre tenendo a mente la formula ,
che i(w})w = 0. Ma cio & assurdo, in quanto w; € W = Ann(w™) e
(wi,wy) = 1. O

Consideriamo ora Ker(¢,) = {v € V|wAv = 0}. Mostreremo ora delle
altre condizioni equivalenti a richiedere che un p-vettore w sia totalmente
decomponibile. Dall’ultima proposizione otterremo le annunciate relazioni
di Pliicker.
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Proposizione 2.22. w € APV é totalmente decomponibile se e solo
se Ker(¢,,) =W.

Dimostrazione. La prima implicazione ¢ immediata, infatti se w = v1 A
-+ Awp, allora W = Span(v; A -+ A vp) = Ker(¢y,). Viceversa, se w non
¢ totalmente decomponibile, abbiamo visto che dim(W) =1 > p, inoltre
si osserva che il rango della mappa ¢, € alpitt n — p, con uguaglianza,
come si ¢ mostrato, nel caso in cui w é totalmente decomponibile. Questo
implica che, se w non ¢ totalmente decomponibile, dim(Ker(¢,) < p, da
cui la tesi. O
)

Possiamo caratterizzare W = Ann(w—) come I'immagine dell’applica-

zione
i(2): NPTV — v
= — i(E)w ’
dove i(E)w ¢ la forma lineare definita su V* come i(Z)w(v*) = (w,v* AE).
Si ha infatti che la condizione i(v*)w = 0 che definisce w' significa che
i(v*)w(E) = 0 per ogni Z € AP~ V*, ovvero (i(v*)w,Z) = 0. Ma

(1(v)w, E) = (w,v" A E) = i(B)w(v") = (i(E)w,v*) =0,

da cui segue che possiamo definire w' in maniera equivalente alla defini-
zione data come wt = {v* € V*|(i(Z)w,v*) = 0 per ogni Z}. Per ortogo-
nalita abbiamo allora che {i(E)w}Ee/\p_l v+ = Ann(wh). La condizione

W = Ker(¢,,) diventa dunque
i(E)w Aw =0 per ogni 2 APV, (2.7)

A primo membro dell’equazione troviamo un (p + 1)-vettore; essa indi-
vidua percio (pil) equazioni scalari, ottenute ponendo uguali a zero le
componenti di tale vettore rispetto ad una base di AP 1y, Rimane da
mostrare che si tratta effettivamente di equazioni quadratiche. w é un

generico elemento di A”V, dunque della forma

w = E Qiy,... ip €y FANCIRIVAN €,
1<) < <ip<n

Vediamo di esprimere il vettore i(Z)w € V rispetto alla base {e;}.
Abbiamo che
(E)w(] +---+v) =
* * * * _
<w’ (V] + - Fvp) A ( Z €j1,~~v,jp—1€j1 /\"'/\ejp,1>> -
1<g1<<gp—1<n
<w, Z VEjr,jp 1€l N €5 Nt A e;p71>.

1<j1 <+ <Jp—1<n
kg{j1,-dp—1}

38



In base alla formula (2.2]) I'ultimo prodotto scalare ¢ uguale a
P
Z aila---yip( (il)éil,...ﬁj,...,ipv;;)’
1<it <-<ip<n j=1
(=) — . . p . .

dunque i(Z)w = El§i1<-~<ip§n Wiy ijl(il)fil,...,z’j,...,ip%)-

Grazie a questa espressione si osserva che le componenti del prodotto
esterno i(Z)w A w nella base {e;; A---Ae;,,,} sono forme quadratiche
nelle variabili a;, .. ;,, che per un generico punto della grassmanniana

G(p,n) coincidono con le coordinate pliickeriane Ail,...,ip-

2.7 La grassmanniana delle rette di P”

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita sul campo K. 1
risultati seguenti riguardano quelle grassmanniane che parametrizzano
le rette dello spazio proiettivo P". Per p = 2, nelle relazioni di Pliicker
abbiamo che w € AV, mentre 2 := v* € A' V* = V*. In questo
caso vedremo un modo equivalente a per esprimere che un generico
p-vettore w € totalmente decomponibile, dimostreremo infatti che la nota
relazione w A w = 0 che descrive la quadrica di Klein @ = G(1, 3) ¢ valida
in generale per G(1,n).

Proposizione 2.23. Sianow € APV, 7 € A?V. Comunque si fissi
v* € V* si ha che

i(Ww AT = i) (wAT) + (=1)PT (0% Aw

Attenzione alle parentesi! Nella prima uguaglianza la contrazione
i(v*) agisce su w, e poi si considera il prodotto esterno del (p — 1)-vettore
ottenuto con 7, a secondo membro invece i(v*) agisce nel primo addendo
su w A 7, nel secondo su 7. Otteniamo in questo modo un’uguaglianza
tra vettori di APT1 V.

Dimostrazione. Come gia sottolineato pitl volte, le proprieta di linearita di
contrazione e prodotto esterno ci permettono di limitare la dimostrazione
al caso in cui w e T siano vettori totalmente decomponibili. Siano dunque
W=wi A+ Awp, T = Tpy1 A -+ A Tptq (la notazione ci sara d’aiuto in
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seguito). In base alla formula (2.6) si ha che

WU ) (Wi A Awp) A(Tpp1 A= A Tpig) =
P

p
= (Z(—l)i+l<wi,v*>-wl/\"'/\d}i/\'--/\wp/\Tp+1/\--~/\Tp+q>

(1) N wi v*) s wr A Ay /\---Awp) A (Tps1 A+ A Tptq)
1

1

VY w1 A= Awp ATt A=+ ATppq) +

q
(1Pt Z(—l)j+1<7j,v*) . (_1)p(q—1) Tl Ao T A Tprg Aw
j=1 ~

formula [L6]
=i(v*)(wAT) + (=PI (0T A w.
O
Applicando la proposizione precedente al primo membro di si ha
i(W)wAw=i(v")(wAw) + (=1)% (" )w A w,

da cui otteniamo che i(v*)w Aw = 3i(v*)(wAw) = 0. Poiché I'uguaglianza

sussiste qualunque sia v* € V*, concludiamo che deve essere
wAw=0.

Trattandosi di un vettore di /\4 V', abbiamo in questo caso (Z) equazioni
scalari che descrivono G(1,n), invece delle (g) che si ottengono da 1)
In particolare nel caso n = 4 abbiamo che w ¢é della forma

wi2€e1 N eg +wizer Aeg +wige N eq + wazea A ez +wagea A eg +wsgez N\ey.
Svolgendo i calcoli otteniamo

wAw = (w12W34 — W13wa24 + W14LU23)61 NeaNegANeg =0

& Wiaws4 — Wigwas + wigwez = 0,

equazione che descrive Q@ come una ipersuperficie quadrica liscia di P,
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